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Der zum Auffinden sämtlicher Stammfunktionen führende Prozess heißt Integration:

Definition: Das Aufsuchen sämtlicher Stammfunktionen F ðxÞ zu einer vorgege-
benen stetigen Funktion f ðxÞ wird als Integration bezeichnet:

f ðxÞ #######!
Integration

F ðxÞ mit F 0 ðxÞ ¼ f ðxÞ ðV-4Þ"

Wir können daher die Integration als Umkehrung der Differentiation auffassen. Während
der Differentiationsprozess aus einer vorgegebenen Funktion die Ableitung erzeugt, wird
durch den Prozess der Integration aus einer vorgegebenen Ableitungsfunktion die Ge-
samtheit der Stammfunktionen ermittelt.

2 Das bestimmte Integral als Flächeninhalt

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit dem sog. Flächenproblem, d. h. der Auf-
gabe, die Fläche zwischen einer Kurve y ¼ f ðxÞ und der x-Achse im Intervall
a % x % b zu bestimmen. Die Lösung dieser Aufgabe wird uns dabei zu dem wichti-
gen Begriff des bestimmten Integrals einer Funktion f ðxÞ führen.

Zunächst aber soll das Problem an einem einfachen Beispiel näher erläutert werden.

2.1 Ein einführendes Beispiel

Wir stellen uns die Aufgabe, den Flächeninhalt A zwischen der Normalparabel y ¼ x 2

und der x-Achse im Intervall 1 % x % 2 zu berechnen (Bild V-3).
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Dabei verfahren wir wie folgt:

(1) Das Flächenstück wird zunächst durch Schnitte parallel zur y-Achse in n Streifen
gleicher Breite Dx zerlegt.

(2) Anschließend wird jeder Streifen in geeigneter Weise durch ein Rechteck ersetzt
(der Flächeninhalt eines Rechtecks lässt sich nämlich elementar als Produkt der
beiden Seiten berechnen). Der gesuchte Flächeninhalt A ist dann näherungsweise
gleich der Summe aller Rechtecksflächen.

(3) Dabei gilt : Je größer die Anzahl der Streifen, umso besser die Näherung! Beim
Grenzübergang n ! 1 strebt die Summe der Rechtecksflächen gegen den ge-
suchten Flächeninhalt A.

Wir wollen jetzt das beschriebene Verfahren für eine Zerlegung der Fläche in 5, 10 bzw.
20 Streifen näher studieren.

Zerlegung der Fläche in n ¼ 5 Streifen

Streifenbreite: Dx ¼ 0,2

Die Teilpunkte P 0, P 1, . . . , P 5 auf der Parabel besitzen die folgenden Koordinaten
(siehe hierzu die Bilder V-4 und V-5):

P 0 P 1 P 2 P 3 P 4 P 5

x 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2

y 12 1,22 1,42 1,62 1,82 22

Untersumme (Bild V-4)

Jeder Streifen wird durch ein zu klein ausfallendes Rechteck ersetzt (die Höhe entspricht
dem Ordinatenwert im jeweiligen linken Randpunkt, siehe hierzu Bild V-4). Die Summe
dieser Rechtecksflächen bezeichnet man daher als Untersumme U5. Es ist:

U 5 ¼ 12 " 0,2 þ 1,2 2 " 0,2 þ 1,4 2 " 0,2 þ 1,6 2 " 0,2 þ 1,8 2 " 0,2 ¼

¼ ð12 þ 1,22 þ 1,42 þ 1,62 þ 1,82Þ " 0,2 ¼ 2,04 ðV-5Þ
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Die Differenz zwischen Ober- und Untersumme beträgt: O5  - U5   
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Bild V-4 Zum Begriff der Untersumme Bild V-5 Zum Begriff der Obersumme

Obersumme (Bild V-5)

Jetzt ersetzen wir jeden Streifen durch ein zu groß ausfallendes Rechteck (als Höhe wäh-
len wir den Ordinatenwert im jeweiligen rechten Randpunkt, siehe hierzu Bild V-5). Die
Summe dieser Rechtecksflächen heißt daher Obersumme O5. Es ist:

O 5 ¼ 1,22 " 0,2 þ 1,4 2 " 0,2 þ 1,62 " 0,2 þ 1,8 2 " 0,2 þ 22 " 0,2 ¼

¼ ð1,2 2 þ 1,42 þ 1,62 þ 1,82 þ 22Þ " 0,2 ¼ 2,64 ðV-6Þ

Flächeninhalt A

In beiden Fällen (Unter- bzw. Obersumme) haben wir den tatsächlichen Kurvenverlauf
durch eine treppenförmige Kurve ersetzt.

Der gesuchte Flächeninhalt A liegt dabei zwischen Unter- und Obersumme:

U 5 & A & O 5 , d: h: 2,04 & A & 2,64 ðV-7Þ

Die Abweichung zwischen den beiden Summen beträgt 0,6, d. h. diese Näherung ist
noch viel zu grob.

Zerlegung der Fläche in n ¼ 10 Streifen

Streifenbreite: Dx ¼ 0,1

Für Unter- und Obersumme ergeben sich jetzt folgende Werte:

U 10 ¼ 12 " 0,1 þ 1,1 2 " 0,1 þ 1,2 2 " 0,1 þ . . . þ 1,92 " 0,1 ¼

¼ ð12 þ 1,12 þ 1,22 þ . . . þ 1,9 2Þ " 0,1 ¼ 2,185 ðV-8Þ

O 10 ¼ 1,12 " 0,1 þ 1,2 2 " 0,1 þ 1,32 " 0,1 þ . . . þ 22 " 0,1 ¼

¼ ð1,12 þ 1,22 þ 1,32 þ . . . þ 22Þ " 0,1 ¼ 2,485 ðV-9Þ

Dabei gilt für den Flächeninhalt A :

U 10 & A & O 10 , d: h: 2,185 & A & 2,485 ðV-10Þ

Die Abweichung zwischen Ober- und Untersumme beträgt jetzt nur noch 0,3, hat sich
also genau halbiert. Eine weitere Verbesserung erhält man durch abermalige Verdoppe-
lung der Streifenanzahl.

Zerlegung der Fläche in n ¼ 20 Streifen

Streifenbreite: Dx ¼ 0,05

U 20 ¼ ð12 þ 1,052 þ 1,102 þ . . . þ 1,952Þ " 0,05 ¼ 2,258 75 ðV-11Þ

O 20 ¼ ð1,052 þ 1,102 þ 1,152 þ . . . þ 22Þ " 0,05 ¼ 2,408 75 ðV-12Þ

U 20 & A & O 20 , d: h: 2,258 75 & A & 2,408 75 ðV-13Þ

Die Differenz zwischen Ober- und Untersumme beträgt jetzt nur noch 0,15.
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Obersumme (Bild V-5)
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Der gesuchte Flächeninhalt A liegt dabei zwischen Unter- und Obersumme:
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Die Abweichung zwischen den beiden Summen beträgt 0,6, d. h. diese Näherung ist
noch viel zu grob.

Zerlegung der Fläche in n ¼ 10 Streifen

Streifenbreite: Dx ¼ 0,1

Für Unter- und Obersumme ergeben sich jetzt folgende Werte:
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Die Abweichung zwischen Ober- und Untersumme beträgt jetzt nur noch 0,3, hat sich
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Zerlegung der Fläche in n ¼ 20 Streifen

Streifenbreite: Dx ¼ 0,05
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Die Differenz zwischen Ober- und Untersumme beträgt jetzt nur noch 0,15.
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Grenzübergang für n ! 1
Bei einer Vergrößerung der Streifenanzahl n nehmen offensichtlich die Untersummen
zu und die Obersummen ab, die Differenz zwischen Ober- und Untersumme wird dabei
immer kleiner, wie die folgenden Rechenergebnisse für Zerlegungen in 5, 10, 20, 50,
100 und 1000 Streifen deutlich zeigen:

n 5 10 20 50 100 1000

Un 2,04 2,185 2,258 75 2,3034 2,318 35 2,331 833 5

On 2,64 2,485 2,408 75 2,3634 2,348 35 2,334 833 5

On ! Un 0,6 0,3 0,15 0,06 0,03 0,003

Bei beliebig feiner Zerlegung, d. h. für den Grenzübergang n ! 1 streben Ober- und
Untersumme gegen einen gemeinsamen Grenzwert, der geometrisch den gesuchten Flä-
cheninhalt A darstellt. In unserem Beispiel ergibt sich dabei, wie wir später noch zeigen
werden, der folgende Wert:

A ¼ lim
n!1

Un ¼ lim
n!1

On ¼ 7
3

¼ 2,3 . . . ðV-14Þ

2.2 Das bestimmte Integral

Wir verallgemeinern jetzt das im vorherigen Abschnitt dargelegte Flächenproblem. Um
zu einer möglichst anschaulichen Deutung des Integralbegriffes zu gelangen, wollen
wir zunächst von der stetigen Funktion y ¼ f ðxÞ voraussetzen, dass sie im gesamten
Intervall a % x % b oberhalb der x-Achse verläuft und dabei monoton wächst
(Bild V-6).
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Bild V-6 Zum Flächenproblem der IntegralrechnungDer Flächeninhalt A ist dann gewiss nicht größer als die als Obersumme On

bezeichnete Summe dieser Rechtecksflächen:

On ¼ A 1 þ A 2 þ . . . þ Ak þ . . . þ An ¼

¼ f ðx 1Þ Dx 1 þ f ðx 2Þ Dx 2 þ . . . þ f ðx kÞ Dx k þ . . . þ f ðxnÞ Dx n ¼

¼
Xn

k¼ 1

f ðx kÞDx k % A ðV-18Þ

Die gesuchte Fläche A liegt damit zwischen Unter- und Obersumme:

Un & A & On ðV-19Þ

(3) Mit zunehmender Verfeinerung der Zerlegung nehmen die Untersummen zu, die
Obersummen jedoch ab. Wir zeigen dies am Beispiel der Verdoppelung der Strei-
fenanzahl ðn ! 2 nÞ. Jeder Streifen der Breite h soll dabei durch Halbierung in
zwei gleichbreite neue Streifen mit der Breite h=2 übergehen (Bild V-7).

Das in Teilbild a) grau unterlegte Rechteck gehört zur alten Untersumme und wird
durch die beiden in Teilbild b) hell- bzw. dunkelgrau unterlegten Rechtecke ersetzt,
deren Gesamtfläche größer ist als die Fläche des ursprünglichen Rechtecks in Teilbild
a). Daher nimmt die Untersumme zu. Analog kann man zeigen, dass die Obersumme
bei einer Verdoppelung der Streifenanzahl abnimmt (jedes Rechteck wird durch zwei
neue Rechtecke mit einer kleineren Gesamtfläche ersetzt). Beim Grenzübergang
n ! 1 streben Unter- und Obersumme gegen einen gemeinsamen Grenzwert, wenn
zugleich die Breite Dx k sämtlicher Streifen gegen Null geht ðk ¼ 1; 2; . . . ; nÞ.
Diesen Grenzwert bezeichnet man dann als das bestimmte Integral der Funktion f ðxÞ
in den Grenzen von x ¼ a bis x ¼ b und schreibt dafür symbolisch:

lim
n!1

Un ¼ lim
n!1

On ¼
ðb

a

f ðxÞ dx ðV-20Þ
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durch die beiden in Teilbild b) hell- bzw. dunkelgrau unterlegten Rechtecke ersetzt,
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In unserer geometrischen Betrachtungsweise bedeutet er den Flächeninhalt A zwi-
schen der Kurve mit der Funktionsgleichung y ¼ f ðxÞ und der x-Achse im Inter-
vall a $ x $ b. Es gilt daher (wir können uns auf den Grenzwert der Obersum-
me beschränken):

A ¼ lim
n!1

On ¼ lim
n!1

Xn

k¼ 1

f ðx kÞDx k ¼
ðb

a

f ðxÞ dx ðV-21Þ

Wir führen noch die folgenden allgemein üblichen Bezeichnungen ein:

x: Integrationsvariable

f ðxÞ : Integrandfunktion (kurz: Integrand )

a: Untere Integrationsgrenze

b: Obere Integrationsgrenze

Das bestimmte Integral einer Funktion f ðxÞ in den Grenzen von x ¼ a bis
x ¼ b lässt sich somit allgemein wie folgt definieren:

Definition: Der Grenzwert

lim
n!1

Xn

k¼ 1

f ðx kÞ Dx k ðV-22Þ

heißt, falls er vorhanden ist, das bestimmte Intergral der Funktion
f ðxÞ in den Grenzen von x ¼ a bis x ¼ b und wird durch das

Symbol
ðb

a

f ðxÞ dx gekennzeichnet.

Anmerkungen

(1) Das bestimmte Integral ist also der Grenzwert einer Folge von Summen. Dieser
Grenzwert ist vorhanden, wenn der Integrand f ðxÞ im endlichen Integrationsinter-
vall a $ x $ b beschränkt 1Þ ist und dort höchstens endlich viele Unstetigkeits-
stellen (Sprungstellen, hebbare Unstetigkeiten) besitzt. Für stetige Funktionen sind
diese Bedingungen stets erfüllt.

(2) Eine Funktion f ðxÞ, deren bestimmtes Integral existiert, heißt integrierbar. Stetige
Funktionen sind demnach stets integrierbar.

(3) Der Integralwert kann positiv, negativ oder null sein. Er ist dabei unabhängig von
der vorgenommenen Streifenzerlegung, sofern nur die Breite eines jeden Streifens
gegen Null strebt (Dx k ! 0 für n ! 1).
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Anschauliche geometrische Interpretation des bestimmten Integrals 

 
 
Das bestimmte Integral als unendliche Summe von Flächenelementen 

 
 
 
 
Aufgabe 1: 
a) Man berechne das bestimmte Integral ∫ 𝑥!𝑑𝑥"

#  als Grenzwert der Obersumme. 

b) Man finde eine Formel für das bestimmte Integral ∫ 𝑥!𝑑𝑥"
$ . 

c) Man berechne das bestimmte Integral ∫ 𝑥%𝑑𝑥"
#  als Grenzwert der Obersumme. 

d) Man finde eine Formel für das bestimmte Integral ∫ 𝑥%𝑑𝑥"
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(4) Man beachte, dass das Integrationsintervall a ! x ! b endlich ist. In der Regel
ist a < b (Integration in positiver x-Richtung). Aber auch der Fall a > b ist
möglich (jetzt wird von rechts nach links, d. h. in negativer x-Richtung integriert).
Eine geometrisch anschauliche Interpretation des bestimmten Integrals als Flächen-
inhalt ist nur für f ðxÞ $ 0 und a < b möglich.

Anschauliche Interpretation der symbolischen Schreibweise

Wir möchten noch auf eine zwar nicht ganz präzise, dafür jedoch sehr anschauliche
Interpretation der in der Integralrechnung verwendeten Symbolik hinweisen. Der in Bild
V-8 skizzierte (dick umrandete) infinitesimal schmale Streifen der Breite dx besitzt ei-
nen Flächeninhalt, der näherungsweise mit dem Flächeninhalt dA ¼ f ðxÞ dx des einge-
zeichneten (grau unterlegten) rechteckigen Flächenelementes übereinstimmt. Deutet man
das Integralzeichen als eine Art gestrecktes Summenzeichen, so kann das bestimmte

Integral
ðb

a

f ðxÞ dx als Summe aller zwischen x ¼ a und x ¼ b gelegenen infinitesi-

mal schmalen Streifenflächen vom Flächeninhalt dA ¼ f ðxÞ dx aufgefasst werden:

A ¼
ðx¼ b

x¼ a

dA ¼
ðb

a

f ðxÞ dx ðV-23Þ

(„ Summiere über alle Flächenelemente dA ¼ f ðxÞ dx, die in der Fläche zwischen
x ¼ a und x ¼ b liegen “). Die Fläche A wird gewissermaßen aus unendlich vielen
Flächenelementen zusammengesetzt, wobei das „ erste “ Element bei x ¼ a und das
„ letzte “ Element bei x ¼ b liegt. Bild V-9 verdeutlicht diese geometrische Interpreta-
tion.
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Aufgabe 2: 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
  

Der grau unterlegte Flächeninhalt A ist zu bestimmen: 

 
 

Der grau unterlegte Flächeninhalt A ist zu bestimmen: 

 
 

Der grau unterlegte Flächeninhalt A ist zu bestimmen: 

 

7 Elementare Integrationsregeln

Für den Umgang mit bestimmten Integralen gelten gewisse Rechenregeln, die wir im
Folgenden ohne Beweis mitteilen. Sie ergeben sich unmittelbar aus der Definition des
bestimmten Integrals als Grenzwert der Ober- bzw. Untersumme.

REGEL 1: Faktorregel

Ein konstanter Faktor darf vor das Integral gezogen werden:

ðb

a

C ! f ðxÞ dx ¼ C !
ðb

a

f ðxÞ dx ðC: KonstanteÞ ðV-45Þ

& Beispiel

ðp

0

4 ! sin x dx ¼ 4 !
ðp

0

sin x dx ¼ 4
h
% cos x

ip
0
¼ % 4

h
cos x

ip
0
¼

¼ % 4 ðcos p % cos 0Þ ¼ % 4 ð% 1 % 1Þ ¼ % 4 ð% 2Þ ¼ 8 &

REGEL 2: Summenregel

Eine endliche Summe von Funktionen darf gliedweise integriert wer-
den:

ðb

a

ð f 1 ðxÞ þ . . . þ f n ðxÞÞ dx ¼
ðb

a

f 1 ðxÞ dx þ . . . þ
ðb

a

f n ðxÞ dx

ðV-46Þ

Anmerkungen

(1) Faktor- und Summenregel gelten sinngemäß auch für unbestimmte Integrale.

(2) Folgerung aus den beiden Regeln: Eine Linearkombination von Funktionen darf
gliedweise integriert werden, wobei die konstanten Faktoren erhalten bleiben (d. h.
vor die Teilintegrale gezogen werden). Ganzrationale Funktionen (Polynome) wer-
den auf diese Weise integriert. Aus einem Polynom vom Grade n wird dabei ein
solches vom Grade n þ 1.
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a

f n ðxÞ dx

ðV-46Þ

Anmerkungen

(1) Faktor- und Summenregel gelten sinngemäß auch für unbestimmte Integrale.

(2) Folgerung aus den beiden Regeln: Eine Linearkombination von Funktionen darf
gliedweise integriert werden, wobei die konstanten Faktoren erhalten bleiben (d. h.
vor die Teilintegrale gezogen werden). Ganzrationale Funktionen (Polynome) wer-
den auf diese Weise integriert. Aus einem Polynom vom Grade n wird dabei ein
solches vom Grade n þ 1.
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Bestimmtes Integral und Flächeninhalt 
 

 
 
Bei der Berechnung des Flächeninhaltes A zwischen einer Kurve 𝑦 = 𝑓(𝑥), 
 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 und der x-Achse, wenn die Kurve oberhalb der x-Achse verläuft gilt: 
 

𝐴 = 5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
"

$
 

 
Liegt das Flächenstück jedoch, vollständig unterhalb der x-Achse, so ist der Integralwert 
∫ 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥"
$

 negativ und kann daher nicht dem gesuchten Flächeninhalt A entsprechen. 
 
 

 
 
 
 

𝐴 = −5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
"

$
= 5 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥

$

"
= 85 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥

"

$
8 

 
 
 
 
 

Für die Feldstärke setzen wir den Ausdruck (V-113) ein und erhalten schließlich:

U 12 ¼
ðr 2

r 1

E ðrÞ dr ¼
ðr 2

r 1

Q
4p e 0 e r r 2

dr ¼ Q
4p e 0 e r

$
ðr 2

r 1

dr
r 2

¼

¼ Q
4p e 0 e r

$
ðr 2

r 1

r% 2 dr ¼ Q
4p e 0 e r

r% 1

% 1

" # r 2

r 1

¼ Q
4p e 0 e r

% 1
r

" # r 2

r 1

¼

¼ Q
4p e 0 e r

1
r 1

% 1
r 2

$ %
ðV-115Þ

10.2 Flächeninhalt

10.2.1 Bestimmtes Integral und Flächeninhalt (Ergänzungen)

Im Abschnitt 2 wurde das bestimmte Integral
ðb

a

f ðxÞ dx als Flächeninhalt A zwischen

der Kurve y ¼ f ðxÞ, der x-Achse und den Parallelen x ¼ a und x ¼ b eingeführt
(Bild V-40). Diese geometrische Interpretation ist jedoch nur zulässig, wenn die (stetige)
Integrandfunktion f ðxÞ überall im Integrationsbereich die Bedingung f ðxÞ & 0 er-
füllt, die Kurve also oberhalb der x-Achse verläuft und ferner a < b ist.

& Beispiel

Wir suchen den Flächeninhalt A, der von der Parabel y ¼ x 2 % 2 x þ 3, der x-Achse
und den Parallelen x ¼ 0 und x ¼ 3 begrenzt wird (Bild V-41). Da die Parabel im
Intervall 0 ( x ( 3 oberhalb der x-Achse verläuft, gilt :

A ¼
ð3

0

ðx 2 % 2 x þ 3Þ dx ¼ 1
3

x 3 % x 2 þ 3 x

" # 3

0
¼ ð9 % 9 þ 9Þ % ð0Þ ¼ 9
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x

y

a b

A

y = f(x)

Bild V-40
Das bestimmte Integral als Flächeninhalt

&

Liegt das Flächenstück jedoch, wie in Bild V-42 skizziert, vollständig unterhalb der

x-Achse, so ist der Integralwert
ðb

a

f ðxÞ dx negativ und kann daher nicht dem gesuchten

Flächeninhalt A entsprechen. In diesem Fall geht man wie folgt vor: Man spiegelt die
Fläche an der x-Achse und erhält das in Bild V-43 dunkelgrau unterlegte Flächenstück
vom gleichen Flächeninhalt A.

Dieses Flächenstück liegt oberhalb der x-Achse und wird von der gespiegelten Kurve
mit der Gleichung y ¼ $ f ðxÞ und der x-Achse berandet 13). Den gesuchten Flächen-
inhalt A erhalten wir damit durch Integration über die Funktion y ¼ $ f ðxÞ in den
Grenzen von x ¼ a bis x ¼ b :

A ¼
ðb

a

½ $ f ðxÞ & dx ¼ $
ðb

a

f ðxÞ dx ðV-116Þ
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x

y

A

1 3

1

5

y = x – 2 x + 32

Bild V-41
Zur Berechnung der Fläche unter der Parabel
y ¼ x 2 $ 2 x þ 3 im Intervall 0 ( x ( 3

x

y

y = f(x)

a b

A

x

y

y = f(x)

y = – f(x)

a b

A

A

Bild V-42 Fläche unterhalb der x-Achse Bild V-43 Spiegelung der Fläche an der x-Achse

13) Bei der Spiegelung einer Kurve an der x-Achse multiplizieren sich die Ordinaten (Funktionswerte) mit $ 1.
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Flächeninhalt im allgemeinen Fall  
 
 

 
 
Zerlegung der Fläche in Teilflächen 
 

 
 

 
Aufgabe 3: 
 
1. Gib die Inhalte der dargestellten Flächen als bestimmtes Integral an: 
 

 
 
 
2. Ermittle den Inhalt der Fläche, die von der Kurve y = x2 – 4, der x-Achse und den 

Senkrechten x = 0 und x = 3 eingeschlossen wird. 

 
 
 
 

Die gespiegelte Kurve können wir aber auch durch die Gleichung y ¼ j f ðxÞ j beschrei-
ben. Der Flächeninhalt A lässt sich daher auch durch das Integral

A ¼
ðb

a

j f ðxÞ j dx ¼
ðb

a

f ðxÞ dx

""""""

""""""
ðV-117Þ

berechnen, wobei Betragsbildung und Integration miteinander vertauschbar sind.

& Beispiel

Welchen Flächeninhalt A bildet
die Tangenskurve y ¼ tan x im
Intervall $ 1 % x % 0 mit der
x-Achse (in Bild V-44 grau unterlegt)?

Lösung (unter Verwendung einer Integraltafel) :

A ¼ $
ð0

$ 1

tan x dx ¼ $
h
$ ln j cos x j

i 0
$ 1

¼
h
ln j cos x j

i 0
$ 1

¼

¼ ln j cos 0 j $ ln j cos ð$ 1Þ j ¼ ln 1 $ ln 0,54 ¼ 0 $ ð$ 0,62Þ ¼ 0,62 &

Der allgemeinste Fall tritt ein, wenn die Fläche teils oberhalb und teils unterhalb der
x-Achse liegt. Wir müssen dann die Fläche so in Teilflächen zerlegen, dass diese entwe-
der vollständig oberhalb oder vollständig unterhalb der x-Achse liegen (Bild V-45). Die
entsprechenden Integralbeiträge sind daher positiv oder negativ, je nachdem, ob die Kur-
ve gerade oberhalb oder unterhalb der x-Achse verläuft (die positiven Beiträge sind in
Bild V-45 dunkelgrau, die negativen Beiträge hellgrau unterlegt).
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Bild V-44

x
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bx1 x 2 x 3A1

A 2

A 3

A 4

y = f(x)

Bild V-45 Zur Berechnung des Flächeninhaltes im allgemeinsten Fall
(Zerlegung der Fläche in Teilflächen)

Für die Berechnung dieser Teilflächen benötigen wir daher als zusätzliche Information
die im Integrationsintervall a ! x ! b gelegenen Nullstellen der Funktion y ¼ f ðxÞ.
So besitzt z. B. die in Bild V-45 skizzierte Funktion genau drei im Integrationsintervall
liegende Nullstellen x 1, x 2 und x 3 (nach steigender Größe geordnet). In den Teilinter-
vallen a ! x ! x 1 und x 2 ! x ! x 3 liegt dabei die Kurve unterhalb der x-Achse,
die entsprechenden Integralbeiträge I 1 und I 3 sind daher negativ. In den Teilinterval-
len x 1 ! x ! x 2 und x 3 ! x ! b dagegen verläuft die Kurve oberhalb der x-Achse,
die entsprechenden Integralbeiträge I 2 und I 4 sind somit positiv. Die Gesamtfläche A
ist dann als Summe der Beträge aller Teilintegrale darstellbar:

A ¼ A 1 þ A 2 þ A 3 þ A 4 ¼ j I 1 j þ I 2 þ j I 3 j þ I 4 ¼

¼
ðx 1

a

f ðxÞ dx

""""""

""""""
þ

ðx 2

x 1

f ðxÞ dx þ
ðx 3

x 2

f ðxÞ dx

"""""""

"""""""
þ

ðb

x 3

f ðxÞ dx ðV-118Þ

Wir fassen die Ergebnisse über die Flächenberechnung wie folgt zusammen:

Flächeninhalt zwischen einer Kurve und der x-Achse

Bei der Berechnung des Flächeninhaltes A zwischen einer Kurve y ¼ f ðxÞ,
a ! x ! b und der x-Achse sind die folgenden Fälle zu unterscheiden:

1. Fall: Die Kurve verläuft oberhalb der x-Achse (Bild V-40). Dann gilt :

A ¼
ðb

a

f ðxÞ dx ðV-119Þ

2. Fall: Die Kurve verläuft unterhalb der x-Achse (Bild V-42). Dann gilt:

A ¼
ðb

a

f ðxÞ dx

""""""

""""""
¼ &

ðb

a

f ðxÞ dx ðV-120Þ

3. Fall: Die Kurve verläuft teils oberhalb, teils unterhalb der x-Achse (Bild V-45).
In diesem Fall muss die Fläche zunächst so in Teilflächen zerlegt werden,
dass diese entweder vollständig oberhalb oder vollständig unterhalb der
x-Achse liegen. Dazu werden die Nullstellen der Funktion y ¼ f ðxÞ im
Intervall a ! x ! b benötigt. Anhand einer Skizze lässt sich dann die
Zerlegung der Fläche in Teilflächen mit den genannten Eigenschaften pro-
blemlos durchführen. Die Berechnung der Teilflächen erfolgt dabei mit
Hilfe der Integralformeln (V-119) und (V-120). Die gesuchte Gesamtfläche
ist dann die Summe aller Teilflächen.
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3. Berechne den Inhalt der Fläche, die von der Kurve y = x3 – 4x, der x-Achse und den 
Senkrechten x = –1 und x = 2,5 eingeschlossen wird. 
 

 
 
4. Man berechne den Flächeninhalt zwischen der Polynomfunktion 𝑦 = 𝑥% − 3𝑥! − 6𝑥 + 8, 

der x-Achse und den Parallelen x =2,5 und x = 3.  
 

 

& Beispiel

Wir berechnen den in Bild V-46 skizzierten Flächeninhalt zwischen der Polynomfunktion
y ¼ x 3 " 3 x 2 " 6 x þ 8, der x-Achse und den Parallelen x ¼ " 2,5 und x ¼ 3.

Die Nullstellen der Funktion sind der Reihe nach x 1 ¼ " 2, x 2 ¼ 1 und x 3 ¼ 4
(die Nullstelle bei x ¼ 1 findet man leicht durch Probieren, die restlichen mit Hilfe des
Horner-Schemas). Sie liegen bis auf den letzten Wert im Intervall " 2,5 $ x $ 3 (Bild
V-46). Die Fläche zerfällt damit in drei Teilflächen, die jeweils abwechselnd unter- und ober-
halb der x-Achse liegen. Es sind daher die folgenden drei Teilintegrale zu berechnen 14):

I 1 ¼
ð" 2

" 2,5

ðx 3 " 3 x 2 " 6 x þ 8Þ dx ¼ 1
4

x 4 " x 3 " 3 x 2 þ 8 x

" #" 2

" 2,5
¼ " 2,64

I 2 ¼
ð1

" 2

ðx 3 " 3 x 2 " 6 x þ 8Þ dx ¼ 1
4
x 4 " x 3 " 3 x 2 þ 8 x

" # 1

" 2

¼ 20,25

I 3 ¼
ð3

1

ðx 3 " 3 x 2 " 6 x þ 8Þ dx ¼ 1
4

x 4 " x 3 " 3 x 2 þ 8 x

" # 3

1
¼ " 14

Der gesuchte Flächeninhalt beträgt damit:

A ¼ A 1 þ A 2 þ A 3 ¼ j I 1 j þ I 2 þ j I 3 j ¼ j" 2,64 jþ 20,25 þ j" 14 j ¼

¼ 2,64 þ 20,25 þ 14 ¼ 36,89 &
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x

y

A1

A 2

A 3

y = x – 3 x – 6 x + 83 2

1 2

2

10

4– 3 – 2

– 2,5

–1

3

Bild V-46 Zur Berechnung der Fläche zwischen der Kurve y ¼ x 3 " 3 x 2 " 6 x þ 8,
der x-Achse und den Parallelen x ¼ " 2,5 und x ¼ 3

14) Die Integrale unterscheiden sich nur in den Grenzen, Integrand und Stammfunktion sind gleich.


